


pour les ε-termes :

(∀x, P (x) ↔ Q(x)) → εx.P = εx.Q

qui indique que l’opérateur retourne toujours le même élément pour deux pro-
positions équivalentes.

1.3 Applications aux développements en Coq

Le calcul des constructions est fortement normalisant, ce qui impose deux
restrictions principales sur les fonctions que l’on peut définir en Coq : tous
les calculs doivent se terminer, et toute fonction est nécessairement totale. Il
est cependant possible d’utiliser l’opérateur ε pour contourner cette deuxième
restriction, comme dans l’exemple suivant, où l’on définit la division par deux,
uniquement sur les entiers pairs :

Definition div2e (n : nat) := epsilon 0 (λm.m + m = n).

La notion de fonction partielle est obtenue grâce à la spécification d’epsilon :
en effet l’utilisation de la règle d’élimination générera un but demandant une
preuve de l’existence de l’entier m. Ce but est simplement improuvable dans les
cas où la fonction n’est pas définie. Le fichier http://www.labri.fr/perso/
casteran/Half.v utilise epsilon sur ce modèle pour formaliser en arithmétique
la division par 2, et le logarithme exact en base 2.

Le développement sur les ensembles dénombrables utilise des relations entre
les ensembles pour comparer leurs cardinaux, là où la théorie des ensembles
utilise plutôt des fonctions partielles. L’équivalence entre ces deux approches
peut s’établir avec ε, qui permet de transformer une relation R, de type A →
B → Prop, en une fonction partielle f , de type A → B :

f(a) := epsilon b0 (λb.a R b)

Cet exemple montre que l’utilisation d’epsilon permet de retrouver l’axiome
du choix fonctionnel, qui peut s’énoncer ainsi :

(∀x,∃y, xR y) → ∃f,∀x, xR f(x)

On pourrait même interpréter le premier argument d’epsilon, le témoin b0,
comme un élément qui indexerait le choix effectué par epsilon. Cet aspect se
retrouve dans le fait que deux termes epsilon b0 P et epsilon b1 P , utilisant
deux témoins différents b0 et b1, sont totalement indépendants : il est impossible
par exemple de prouver qu’ils sont égaux, ou même différents, sauf si l’on peut
prouver une propriété d’unicité sur le prédicat P .

Le module Epsilon contient plusieurs définitions implémentant l’axiome du
choix à l’aide de l’opérateur ε, ainsi que des tactiques permettant de manipuler
les fonctions partielles ainsi définies dans une preuve.
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Chapitre 2

Formalisation de la
dénombrabilité

2.1 Représentation des ensembles dans Coq

Pour définir la notion d’ensembles en Coq, il serait possible d’utiliser l’ap-
proche axiomatique décrite dans [6], en ajoutant dans le calcul des constructions
les axiomes de Zermelo-Fraenkel. Cependant cette méthode peut s’avérer dange-
reuse, car il faut alors vérifier la cohérence des nouveaux axiomes avec le calcul :
la FAQ [7] de Coq mentionne quelques axiomes qui peuvent être ajoutés sans
créer d’incohérence — comme l’axiome du tiers-exclu —, mais également des
axiomes qui rendent la théorie incohérente.

On préfère donc définir les ensembles à partir de constructions déjà exis-
tantes. Ainsi la bibliothèque Ensembles de Coq définit des ensembles d’objets,
pris sur un type univers U , en identifiant un ensemble A à son prédicat carac-
téristique :

Ensemble A ≡ U → Prop

La plupart des axiomes de la théorie des ensembles sont alors vérifiés, à l’ex-
ception de l’axiome d’extensionnalité, qui est ajouté au calcul par la bibliothèque
Ensembles :

∀A,B, (A ⊂ B ∧B ⊂ A) → A = B

Les ensembles que l’on obtient diffèrent légèrement de la notion habituelle,
à cause des contraintes de type qui impliquent par exemple l’existence de plu-
sieurs ensembles vides, car ces ensembles sont typés. Cependant ces contraintes
permettent de s’affranchir des paradoxes de la théorie des ensembles, tels que le
paradoxe de Russel. En effet dans le cas de ce dernier, la relation d’appartenance
est définie comme un prédicat du type :

∀U : Type, U → Ensemble U → Prop

Les termes de la forme e ∈ e ne sont donc pas des termes bien typés car e
devrait être de type U et U → Prop.
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2.2 Définition de la dénombrabilité en Coq

Plusieurs propositions équivalentes peuvent définir la dénombrabilité dans
la théorie des ensembles :

A dénombrable
⇐⇒ ∃f : A → N, f injective
⇐⇒ ∃g : N → A, g surjective
⇐⇒ ∃P ⊆ N,∃f : A → P, f bijective
⇐⇒ ∃k ∈ N ∪ {∞},∃f : A → J0, kJ, f bijective

La définition que l’on choisit en Coq détermine directement la difficulté des
preuves qu’il faudra écrire pour obtenir certains résultats. Ainsi la dernière
caractérisation, qui utilise une bijection vers un segment initial de N, impose en
général de distinguer dans chaque preuve les cas où P est fini ou infini, ce qui
complique rapidement les preuves en créant de nombreux cas à traiter.

Nous avons donc choisi une définition proche de la caractérisation par des
applications injectives. Si A est un ensemble d’objets de type U , on définit :

A dénombrable ⇐⇒ ∃R : U → N → Prop, R injective

L’utilisation d’une relation R à la place d’une fonction est due au fait que
toute fonction dans le calcul des constructions est a priori totale, donc pour
définir une application injective sur A, il faudrait définir une fonction f : U → N
sur le type U en entier. Cette restriction est trop contraignante, car si l’on voulait
prouver par exemple qu’une partie de R est dénombrable, il serait nécessaire de
définir f sur tout R. Une relation permet au contraire d’obtenir une notion de
fonction partielle.

Plus formellement, nous avons défini un prédicat denumerable en Coq, qui
est satisfait par un ensemble A dès qu’il existe une relation R telle que :

∀x : U, x ∈ A → ∃n : N, xR n(i)
∀n : N, ∀xx′ : U, x ∈ A → x′ ∈ A → xR n → x′ R n → x = x′(ii)

Nous imposons ainsi que R soit définie et injective sur A, mais R n’est pas
nécessairement une relation fonctionnelle : un élément x, de type U , peut avoir
plusieurs images. Nous avons vu cependant en 1.3 que l’utilisation de l’opérateur
ε permet de passer d’une relation à une fonction partielle, ce qui garantit que
cette définition est cohérente avec la définition usuelle de la dénombrabilité.

2.3 Validité de la définition

L’opérateur ε permet de faire le lien entre la définition que nous avons donnée
en Coq d’un ensemble dénombrable, et la définition usuelle de la théorie des en-
sembles. De plus, le théorème denumerable surj montre l’équivalence avec la ca-
ractérisation par des relations fonctionnelles et surjectives, c’est-à-dire vérifiant :
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∀x : U, x ∈ A → ∃n : N, n R x(i)
∀n : N, ∀xx′ : U, x ∈ A → x′ ∈ A → n R x → n R x′ → x = x′(ii)

J’ai de plus relié la dénombrabilité à la notions d’ensembles finis, définie
dans la bibliothèque Finite sets, ainsi qu’à la notion de cardinalité inférieure,
formalisée en Coq par Hugo Herbelin pour prouver le théorème de Schröder-
Bernstein.

2.4 Lemmes de clôture

La plupart des résultats habituels de stabilité de la classe des ensembles
dénombrables se prouvent assez facilement en Coq :

– l’union de deux ensembles dénombrables est dénombrable, ce résultat est
prouvé en Coq par le théorème denumerable union ;

– l’intersection de deux ensembles dénombrables est dénombrable (théorème
denumerable intersection) ;

– une partie d’un ensemble dénombrable est dénombrable (théorème denu-
merable inclusion).

Une preuve, plus technique, montre que l’union dénombrable d’ensembles
dénombrables est dénombrable (théorème denumerable union qcq). Cette preu-
ve est similaire à la preuve que le produit A×B est dénombrable dès que A et
B le sont, et utilise la bijection :

N× N → N

(p, q) 7→ (p + q)(p + q + 1)
2

+ q

Cette fonction numérote les couples (p, q), en partant du couple (0, 0) et en
suivant les diagonales, identifiées par p + q constant. Sa réciproque K peut se
définir par récurrence :

Fixpoint K (n : nat ) : nat ∗ nat :=
match n with

0 ⇒ (0 , 0)
| S n ⇒ match K n with

(0 , m) ⇒ (S m, 0)
| (S n , m) ⇒ (n , S m)

end
end .

K induit un ordre <K sur N× N, que l’on peut exprimer par :

(p, q) <K (p′, q′) ⇐⇒ (p + q) < (p′ + q′) ∨ (p + q = p′ + q′ ∧ q < q′)

Cet ordre est bien fondé, car il s’agit de l’image inverse de l’ordre lexicographique
par la fonction (p, q) 7→ (p + q, q) :

(p, q) <K (p′, q′) ⇐⇒ (p + q, q) <lex (p′ + q′, q′)

La bonne fondation de <K permet alors de prouver facilement par induction
tous les lemmes dont dépend la preuve de denumerable union qcq, notamment
le fait que K est injective, dont découle directement l’injectivité de la relation
énumérant l’union dénombrable.
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2.5 Exemples et contre-exemples

L’application immédiate du prédicat denumerable permet de prouver trois
premiers exemples :

– l’ensemble des entiers naturels est dénombrable ;
– toute partie de N est dénombrable ;
– Z est dénombrable.
Il était également intéressant de donner une preuve de non-dénombrabilité,

en formalisant l’argument diagonal de Cantor, qui permet de prouver que l’en-
semble des suites sur N n’est pas dénombrable. Ce dernier est pris comme l’en-
semble de tous les habitants du type N → N :

Definition Su i t e s := Fu l l s e t ( nat → nat ) .

L’argument mathématique habituel consiste à supposer qu’il existe une re-
lation R qui énumère l’ensemble de ces suites, puis à construire une nouvelle
suite qui diffère de chaque suite énumérée par R. Cette construction devient
immédiate en Coq en utilisant l’opérateur ι :

Definition d i agona l s eq (n : nat ) :=
S ( i o t a ( fun ⇒ 0) ( fun u ⇒ R n u) n) .

On dérive ensuite la contradiction voulue, à l’aide de l’élimination d’ε.
Cet exemple montre ainsi que l’utilisation de l’opérateur ε permet d’obtenir

un développement en Coq qui n’est presque qu’une transcription de l’argument
diagonal formulé dans la théorie des ensembles.
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Chapitre 3

Énumération de types de
données

Les types de données inductifs sont dénombrables, car leurs habitants sont
construits par un nombre fini d’applications des constructeurs : cette constata-
tion m’a conduit à tenter de construire des énumérations certifiées, qui pour-
ront faire l’objet d’une extraction vers un langage de programmation comme
Caml. Ces énumérations sont des fonctions partielles de types N → option D et
D → option N, bijectives et réciproques l’une de l’autre.

La technique utilisée est inspirée du formalisme mis en place dans [4], qui
décrit les définitions des types inductifs en termes d’unions disjointes, notées +,
et de produits cartésiens, notés ×, sur des ensembles. Le type bintree des arbres
binaires est par exemple défini comme le plus petit type vérifiant l’expression :

bintree := leaf + bintree× bintree

Le constructeur leaf s’assimile simplement à l’ensemble {∅}.
Il est alors naturel d’écrire des fonctionnelles qui composent des fonctions

d’énumération pour créer des énumérations pour le produit cartésien ou l’union
disjointe. J’ai par exemple créé une fonctionnelle Fdu qui prend en argument
deux fonctions d’énumération f et g, associées respectivement à deux ensembles
A et B, et qui renvoie une fonction d’énumération h pour l’union disjointe
A∪B. Fdu a pour type1, dans un contexte où A et B sont deux ensembles avec
l’hypothèse qu’ils sont disjoints :

{ f | fun enumerates f A} → {g | fun enumerates g B} →
{h | fun enumerates h (Union A B) }

On définit de même des fonctionnelles Fcp et Fiu, respectivement pour le
produit cartésien et l’union infinie dénombrable. Dès lors, l’énumération d’un
type inductif comme bintree se définit comme le point fixe :

bintree enum =
F du ( fun ⇒ l e a f )

( F cp bintree enum bintree enum )

1Le prédicat fun enumerates est défini en annexe, p.17.
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Ce procédé a l’avantage de donner une méthode générale pour énumérer
n’importe quel type inductif. Cependant pour obtenir une fonction d’énuméra-
tion satisfaisant une équation de point fixe de ce type, il est nécessaire d’utiliser
un argument de bonne fondation afin de garantir la terminaison du calcul, ce
que je n’ai eu le temps de faire pendant ce stage que pour le seul exemple des
arbres binaires :

Inductive b in t r e e : Set :=
l e a f : b i n t r e e
| node : b i n t r e e → b in t r e e → b in t r e e .

Definition b int r e e enum cer t :
{bintree enum : nat → opt ion b in t r e e | fun enumerates

bintree enum ( Fu l l s e t b i n t r e e ) } .

Si l’on entrevoit donc une méthode d’énumération de tout un type, il devient
légitime de s’interroger sur l’énumération d’une partie seulement de ce type —
comme les arbres binaires de recherche par exemple, dans le type bintree —. Je
n’ai pas eu le temps d’effectuer de formalisation en Coq de cette idée, cependant
il existe plusieurs pistes pour arriver à ce résultat : on peut notamment se
ramener à l’énumération d’un type inductif en entier si l’on arrive à exprimer
par induction le prédicat caractéristique des objets que l’on veut énumérer. Le
point fixe n’est alors plus créé à partir de la structure inductive du type, mais
d’après la structure du prédicat caractéristique.
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Conclusion

Ce stage m’a permis de me familiariser avec le fonctionnement de l’assistant
de preuve Coq, mais également de découvrir certains concepts fondant d’autres
assistants tels que Isabelle/HOL ou le système B.

Le développement sur les ensembles dénombrables que j’ai écrit durant ce
stage a de plus permis de résoudre quelques résultats qui étaient demeurés ad-
mis dans le développement sur les ordinaux de Pierre Castéran. Mon travail
a pris place dans le projet ANR A3PAT2, et a été inclus dans le répertoire
denumerable/ du développement d’Evelyne Contéjean et de Pierre Castéran
sur RPO et les ordinaux. Les sources complètes de cette contribution à Coq
8.1 sont disponibles à l’adresse : http://www.labri.fr/∼casteran/Cantor/
Kantor.tar.gz

De plus, l’utilisation de l’opérateur epsilon ouvre une voie intéressante pour
les développements en Coq : l’axiomatisation d’epsilon en Coq est récente, et
mérite d’être explorée car elle ne présente aucune contradiction avec le noyau
intuitionniste du calcul des constructions, et elle permet d’utiliser un langage
mathématique usuel dans les développements. L’écriture de modules utilisant
epsilon permet ainsi d’une part d’exprimer des spécifications dans ce langage
usuel, et de réaliser d’autre part des développements de programmes effectifs à
l’intérieur du même outil.

2Assister Automatiquement les Assistants de Preuve Avec des Traces, http://www3.iie.
cnam.fr/∼urbain/a3pat/
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Annexe — Résultats
formalisés dans Coq

Définitions importées de PartialFun.v

Definition re l domain :=
∀ a , In DA a → ∃ b , Rf a b .

Definition re l codomain :=
∀ a b , In DA a → Rf a b → In DB b .

Definition r e l f u n c t i o n a l :=
∀ a b b ’ , In DA a → Rf a b → Rf a b ’ → b = b ’ .

Definition r e l o n t o :=
∀ b , In DB b → ∃ a , In DA a ∧ Rf a b .

Definition r e l i n j :=
∀ a a ’ b , In DA a → In DA a ’ →

Rf a b → Rf a ’ b → a = a ’ .

Inductive r e l i n j e c t i o n : Prop :=
r e l i n j i : r e l domain DA R →

re l codomain DA DB R →
r e l i n j DA R →
r e l i n j e c t i o n .

Inductive r e l s u r j e c t i o n : Prop :=
r e l s u r j i : r e l codomain DA DB R →

r e l f u n c t i o n a l DA R →
r e l o n t o DA DB R →
r e l s u r j e c t i o n .

Résultats sur la dénombrabilité

(∗∗ A fo rma l i z a t i on o f denumerable s e t s . ∗)

Section Denumerable .

Section De f i n i t i o n s .
Variable U : Type .
Variable A : Ensemble U.
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Let Dnat : Ensemble nat := Fu l l s e t nat .

Definition re l numbers (R: GRelation U nat ) :=
r e l i n j e c t i o n A Dnat R.

(∗∗ Pred ica te f o r r e l a t i o n s which enumerate A. ∗)
Definition r e l enumera te s (R : GRelation nat U) :=

r e l s u r j e c t i o n Dnat A R.

Definition denumerable : Prop :=
∃ R, re l numbers R.

Theorem denumerable sur j :
denumerable ↔ ∃ R, re l enumera te s R.

End De f i n i t i o n s .

Variable U : Type .

Theorem denumerable union (E : Ensemble U) (F : Ensemble
U) :

denumerable E → denumerable F → denumerable (Union U E
F) .

Theorem denumerab l e inc lu s i on (E : Ensemble U) (F :
Ensemble U) :

denumerable E → Inc luded F E → denumerable F .

Section I n f i n i t e u n i o n .
Variable A : Ensemble ( Ensemble U) .
Definition I n f i n i t e u n i o n (x : U) : Prop :=
∃ b , In A b ∧ In b x .

Theorem denumerable union qcq :
denumerable A →

(∀ b : Ensemble U, In A b → denumerable b) →
denumerable I n f i n i t e u n i o n .

End I n f i n i t e u n i o n .

Lemma denumerab l e s ing l e ton (x : U) :
denumerable ( S ing l e ton x ) .

Section Denumerable seq range .
Definition s eq range ( f : nat → U) :=

fun x ⇒ ∃ n : nat , f n = x .

Lemma seq range denumerable :
∀ f , denumerable ( s eq range f ) .

End Denumerable seq range .

Section Denumerab le b i j ec t ion .
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Variable V : Type .

Variable A : Ensemble U.
Variable B : Ensemble V.
Variable g : U → V.

Hypothesis g b i j : f u n b i j e c t i o n A B g .

Lemma denumerab l e b i j fun :
denumerable A → denumerable B.

Lemma denumerable bi j funR :
denumerable B → denumerable A.

End Denumerab le b i j ec t ion .

Theorem denumerab l e f i n i t e :
∀ A : Ensemble U, F in i t e A → denumerable A.

End Denumerable .

Énumérations effectives

Inductive segment bound : Set :=
a l l n a t s : segment bound
| l e s s t h an : nat → segment bound .

Definition nat segment (b : segment bound ) : Ensemble nat
:= match b with
a l l n a t s ⇒ ( fun ⇒ True )
| l e s s t h an p ⇒ ( fun i ⇒ i < p)

end .

Definition fun domain (b : segment bound )
(X : Ensemble D) ( f : nat → opt ion D) :=

∀ n , In ( nat segment b) n → ∃ x , In X x ∧ f n = Some x .

Definition f u n i n j e c t i o n (b : segment bound ) (X :
Ensemble D)

( f : nat → opt ion D) :=
∀ n n ’ , In ( nat segment b) n → In ( nat segment b) n ’ →

f n = f n ’ → n = n ’ .

Definition f u n s u r j e c t i o n (b : segment bound ) (X :
Ensemble D)

( f : nat → opt ion D) :=
∀ x , In X x → ∃ n , In ( nat segment b) n ∧ f n = Some x .

Inductive fun enumerates (b : segment bound )
(X : Ensemble D) ( f : nat → opt ion D) : Prop :=

i s b i j e c t i o n : fun domain b X f → f u n i n j e c t i o n b X f →
f u n s u r j e c t i o n b X f → fun enumerates b X f .
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