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2.1 Intuitionniste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2.1 Double négation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2.2 Les orthogonaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3 Recherche automatique 11
3.1 SATCHMO[RE] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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La logique géométrique tire son nom de ses origines en géométrie algé-
brique. Une théorie géométrique n’a que des propriétés de la forme

C0 → ∃x̄1.C1 ∨ . . . ∨ ∃x̄n.Cn

où les Ci sont des conjonctions de faits, un fait étant une formule du
langage, sans connecteurs logiques. Les x̄i sont des listes de variables. On
peut avoir n = 0, auquel cas l’axiome est de la forme C → ⊥ ; on peut aussi
avoir à l’inverse C0 = >, noté ∃x̄1.C1 ∨ . . . ∨ ∃x̄n.Cn

1.

La notion de logique géométrique est reliée à celle de preuve dynamique.
Un axiome géométrique, par nature, donne le choix à partir d’hypothèses
entre plusieurs possibilités. Une preuve dynamique est un arbre qui explore
ces possibilités pour démontrer qu’un résultat — typiquement, ⊥ — est vrai
dans tous les cas, c’est-à-dire dans les feuilles de l’arbre.

Par exemple, en théorie des corps, avec les axiomes (géométriques) sui-
vants, une preuve dynamique peut démontrer que Z(ab) → Z(a) ∨ Z(b) :

1 Z(0)
2 Z(a) ∧ Z(b) → Z(a + b)
3 Z(a) → Z(ab)
4 Z(a) ∨ ∃a′.Z(aa′ − 1)

Z(ab)

4 :Z(a) 4 :Z(aa′
0
− 1)

3 :Z(−aa′
0
b+ b)

3 :Z(aba′
0
)

2 :Z(b)

Comme on le voit, il est naturel pour un humain d’en conclure que
Z(ab) → Z(a) ∨ Z(b) à partir de cet arbre ; pourtant il manque les axiomes
correspondants pour l’écrire (ici, l’introduction du ∨). Le forcing aidera plus
tard à passer par-dessus ces barrières.

1Voire même les deux, mais l’axiome > → ⊥ n’est que moyennement intéressant.
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1 Un exemple géométrique/historique

La théorie de géométrie projective de T. Skolem dans [8] a des pro-
priétés intéressantes. On note A,B, . . . les points, a, b, . . . les droites, l’égalité
est marquée par AB, ab, l’incidence par Ab. Ces paires sont implicitement
symétriques2.

L’égalité est réflexive et associative :

Ip AA Il aa
IIp AB ∧ BC → AC IIl ab ∧ ab→ ac

Elle vérifie les propriétés

IIIp AB ∧ Ac→ Bc IIIl ab ∧ Aa→ Ab
IV Aa ∧ Ba ∧ Ab ∧Bb → AB ∨ ab
Vp ∃c : Ac ∨ Bc Vl ∃C : Ca ∨ Cb

[8] explique alors que l’on peut éliminer les axiomes V , c’est-à-dire qu’ils
n’ajoutent aucune propriété sur les éléments existants. Un modèle de la
théorie I—V est une extension élémentaire d’un modèle de la théorie I—
IV .

Esquisse de preuve. Soit S un modèle de la théorie I—IV ; pour tout A ∈ S
et B ∈ S, on introduit un nouvel élément r qui n’ajoute pas de nouvelles
paires sur les anciens éléments, mais vérifie bien Ar et Br, ainsi que tous les
axiomes I—IV . Skolem dit qu’on a alors appliqué l’axiome Vp. Par symétrie,
on peut vérifier également l’axiome Vl.

Il ne reste plus qu’à appliquer cette méthode autant de fois que nécéssaire,
c’est-à-dire une infinité de fois.

Le théorème de Desargues fournit une application directe :

Théorème 1.1 (Desargues). Soient ABC et A′B′C ′ deux triangles tels
que les droites (AA′), (BB′) et (CC ′) concourent en O (figure 1). Alors les
intersections S, T et R des droites du triangles sont concourantes.

Skolem montre alors que ce théorème n’est pas démontrable avec l’aide
des axiomes I à IV , donc pas plus avec l’axiome V .

2On pourrait ajouter les axiomes correspondants, mais Skolem préfère ne pas alourdir

sa preuve.

3



T

A’

O

B’

C’
S

R

A

C B

Fig. 1 – Th. de Desargues

2 Puissance de la logique géométrique

A partir de la logique géométrique, cette section définit la notion de
forcing qui est un modèle de la théorie, modèle qui correspond à la lo-
gique que l’on cherche à comparer, munie des opérateurs logiques usuels
(∧,∨,→, ∀, ∃,⊥). [2] montre ainsi que les preuves dynamiques mènent à la
logique intuitionniste, ce que l’on essaie de simplifier. Puis on se confronte à
la logique classique, essayant d’avoir une autre preuve que celle indiquée en
[5].

Les forcings seront notés X 
i φ pour l’intuitionniste, et X 
c φ pour
le classique. Les règles de déduction sont usuelles, notées ∗I (respectivement
∗E) pour l’introduction (resp. l’élimination) de l’opérateur ∗. Par exemple,
→ I : Γ ` φ1 → φ2 si Γ, φ1 ` φ2.
→ E : Γ ` φ2 si Γ ` φ1 → φ2 et Γ ` φ1.

L’ensemble des règles de déduction est récapitulé en annexe A.

2.1 Intuitionniste

Cette partie reprend donc [2], en essayant de simplifier les hypothèses. Les
conditions, définies dans [2], sont des paires X = (D(X);C(X)) où D(X) est
un ensemble fini de paramètres et C(X) un ensemble fini de faits construits
à partir de D(X). On notera (X, Y ) pour la réunion, quand X et Y sont des
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conditions, c’est-à-dire (D(X) ∪D(Y ), C(X) ∪ C(Y )).

Une couverture de X est U = {X1, . . . , Xn}, ensemble de conditions, telle
que les conditions de U sont les branches d’une preuve dynamique de X. On
note X � U , et si Y ∈ U , X ≺ Y . Dans l’exemple du début, par exemple,

{Z(ab)} �

{

{Z(ab), Z(a)},
{Z(ab), Z(aa′

0
− 1), Z(−aa′

0
b+ b)}

}

Techniquement :X�{X}, et si on a un axiome C0 → ∃x̄1.C1∨. . .∨∃x̄n.Cn,
avec (X, (xi, Ci(xi))) � Ui, alors X �

⋃

Ui.

Lemme 2.1. Si X �X0 . . .Xn et Xi � Vi, alors X �

⋃

i Vi.

Démonstration. Direct, par construction de �.

Un morphisme injectif f : X → Y est un renommage si φf ∈ C(Y ) quand
φ ∈ C(X).

La définition du forcing change légèrement depuis [2] — nommément, les
définitions en X ⊆ Y remplacent celles en f : X → Y 3. Cela change les
définitions de → et de ∀.

φ X 
 φ
fait il existe U : X � U , et toutes les branches de U

contiennent φ
φ1 → φ2 pour tout Y : X ⊆ Y , Y 
 φ2 quand Y 
 φ1

φ1 ∧ φ2 X 
 φ1 et X 
 φ2

φ1 ∨ φ2 il existe U : X � U , et toutes les branches de U
contiennent φ1 ou φ2.

∀xψ pour tout Y : X ⊆ Y , et a ∈ T (Y ), Y 
 ψ(a)
∃xψ il existe U : X �U , et dans toutes les branches Xi de U

on trouve a ∈ T (Xi) tel que Xi 
 ψ(a).
⊥ X � ∅

Le résultat fondamental est celui-ci :

Théorème 2.2. Si φ1 . . . φ2 `i φ et X 
 φ1ρ . . . φnρ, alors X 
 φ. En
particulier, si `i φ, alors pour tout X, X 
 φ.

3C’est-à-dire qu’on se restreint aux renommages qui sont des inclusions.
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Le lemmes suivants reprennent les résultats de [2] en les adaptants à
ce que l’on veut, c’est-à-dire en changeant la définition pour → et ∀. Les
démonstrations données ici ne concernent donc que ces cas ; pour un résultat
complet, donc, voir [2].

Lemme 2.3. Si X � U et f : X → Y alors pour tout Y ′ : Y ⊆ Y ′ il existe
X ′ : X ⊆ X ′ et f ′ : X ′ → Y ′ une extension bijective de f .

Démonstration. Il suffit de rajouter dans X ′ des éléments correspondant à
ceux de Y ′ qui n’ont pas d’antécédents dans X par f ; on pose alors f ′ pour
complèter.

Lemme 2.4. Si X 
 φ et f : X → Y , alors Y 
 φf .

Démonstration. La preuve par induction est semblable à celle de [2], mais
change pour les définitions de → et ∀. L’hypothèse d’induction est alors
nécessaire.

Soit X 
 φ1 → φ2, et f : X → Y . Pour tout Y ′ tel que Y ≺ Y ′, il
existe X ′ : X ≺ X, avec un renommage f ′ : X ′ → Y ′ une extension de f
qui soit une bijection. Si alors Y ′


 φ1f
′, par induction avec le renommage

f ′−1, X ′

 φ1 ; par définition X ′


 φ2, puis par induction encore une fois,
Y ′


 φ2f
′. Par conséquent, Y 
 φf , ce qui conclut.

La preuve de ∀ est similaire... si X 
 ∀x.ψ, pour tout Y ′ : Y ≺ Y , il existe
X ′ : X ≺ X ′, et f ′ : X ′ → Y ′ bijective. X ′


 ψ(a) pour tout a ∈ D(X ′),
donc par induction Y ′


 ψf ′(a). Comme f ′ est bijective, les f ′(a) parcourent
tout D(Y ′). Finalement Y 
 ∀x.ψ.

Lemme 2.5. Si X �X1 . . .Xn et Xi 
 φ, alors X 
 φ.

Démonstration. Encore une fois par induction, comme dans [2]. Pour →,
soit X ⊆ Y et Y 
 φ1 ; il existe un recouvrement de Y � Y1 . . . Yn avec
f un renommage allant de Xi à Yi. On a alors Yi 
 φ1 (lemme 2.4) et
Yi 
 φ1 → φ2. Il ne reste plus qu’à appliquer la définition pour obtenir
Yi 
 φ2, et par induction Y 
 φ2 ; donc X 
 φ1 → φ2. La démonstration est
semblable pour ∀.

Tous ces lemmes sont bien pratiques pour montrer le théorème 2.2. La
notation X 
 Γ, pour Γ un ensemble de formules, désigne simplement X 
 φ
pour tout φ ∈ Γ.
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Preuve du théorème. On vérifie que toutes les lois de la logique intuitionniste,
munie des opérateurs classiques, sont vérifiées ; en particulier, ici c’est → I,
→ E, ∀I et ∀E qui sont à revoir.

→ I X 
 Γ ; donc X ⊆ Xi 
 Γ par le lemme 2.4. Quand
Xi 
 φ1, alors Xi 
 φ2 ; ce qui prouve bien X 
 φ1 →
φ2.

→ E Quand X 
 Γ et X 
 φ1, alors si X ⊆ Xi, Xi 
 Γ et
Xi 
 φ2. Par induction, Xi 
 φ2. C’est vrai pour tout
recouvrement de X, donc par le lemme 2.5, X 
 φ2.

∀I Si X 
 ψ(a) pour a frais quelconque, alors Y 
 ψ(a)
également quand X ⊆ Y ; en particulier quand a ∈
T (Y ). On a donc bien X 
 ∀x.ψ.

∀E X 
 ∀x.ψ, a ∈ T (X) : alors X 
 ψ(a).

2.2 Classique

La logique classique est naturellement plus puissante que l’intuitionniste ;
mais la prochaine section explique comment relativiser cette différence, et la
suivante applique ce clever hack à la géometrique.

2.2.1 Double négation

Cette méthode est la manière générique d’inclure la logique classique dans
l’intuitionniste ; elle est évoquée dans [3, 4, 9]. Il s’agit d’appliquer tout sim-
plement la double négation de Gödel-Genzen à toutes les formules :

F ∗ = ¬¬F quand F est un fait
(φ1 ∧ φ2)

∗ = φ∗

1
∧ φ∗

2

(A→ B)∗ = A∗ → B∗

(∀x.A)∗ = ¬(¬A∗ ∧ ¬B∗)
(∃x.A)∗ = ¬∀x.¬A

Les résultats suivants, tirés de [9], parviennent au résultat :

Lemme 2.6. `c φ↔`c φ
∗

Lemme 2.7. `c φ
∗ ↔`i φ

∗
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Si une formule est classiquement vraie, elle est équivalente à une formule
négative qui est elle prouvable de façon constructive (intuitionniste), qui
elle-même peut être construite par une preuve dynamique par le résultat
précédent. Cette preuve peut être interprétée comme une preuve de la formule
initiale.

Mais ce moyen détourné peut être raffiné pour obtenir une preuve plus
directe, et plus proche de celle de [5].

2.2.2 Les orthogonaux

Pour toute formule φ, on définit un nouveau forcing par X 
c φ quand
X ∈ JφK, et les ensembles JφK par induction comme suit. On définit à l’occa-
sion l’orthogonal d’un ensemble : X ∈ Aᵀ ssi pour tout Y ∈ A alors (X, Y ) ↓.

φ JφK J¬φK
fait J¬φKᵀ {φ}ᵀ

φ1 ∧ φ2 Jφ1K ∩ Jφ2K JφKᵀ

φ1 ∨ φ2 J¬φKᵀ J¬φ1K ∩ J¬φ2K
φ1 → φ2 J¬φKᵀ Jφ1K ∩ J¬φ2K
∀x.ψ X ∈

⋂

Jψ(a)K JφKᵀ

∃x.ψ J¬φKᵀ X ∈
⋂

J¬ψ(a)K
⊥ {X : X ↓} {X}

Dans la définition de J∀x.ψK et J∃x.ψK, le paramètre a décrit l’ensemble
des paramètres possibles (et pas seulement T (X)).

Lemme 2.8 (propriétés de l’orthogonal). L’orthogonal vérifie

1. A ⊆ Aᵀᵀ

2. Quand A ⊆ B, Bᵀ ⊆ Aᵀ.

3. JφKᵀ = J¬φK

4. J¬φKᵀ = JφK

5. JφKᵀᵀ ⊆ JφK

Démonstration. Point par point :

1. Si X ∈ A, pour tout Y ∈ Aᵀ, (X, Y ) ↓) ; donc X ∈ Aᵀᵀ.

2. Si X ∈ Bᵀ, pour tout Y ∈ A ⊆ B, (X, Y ) ↓ ; donc X ∈ Aᵀ. Ceci
montre Bᵀ ⊆ Aᵀ.
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3. C’est vrai pour ∧, ∀ et ⊥ par définition. Pour les autres, on sait déjà
que J¬φK ⊆ JφKᵀ. Soit donc φ un fait ; alors si (X, φ) ↓, X ∈ J¬φK ;
donc JφKᵀ ⊆ J¬φK. Ensuite on utilise un hypothèse d’induction : si
φ = φ1∨φ2, puisque J¬φ1K∩J¬φ2K ⊆ J¬φiK, le point 2 dit que J¬φiK

ᵀ ⊆
JφK, puis (encore une fois le point 2) que JφKᵀ ⊆ J¬φiK

ᵀᵀ. On applique
alors l’hypothèse d’induction sur les points 3 et 4, pour retomber sur
JφKᵀ ⊆ J¬φ1K ∩ J¬φ2K = J¬φK. Le raisonnement, lié à l’inclusion des
intersections, est très semblable pour ce qu’il reste à démontrer (→ et
∃).

4. La démonstration ressemble beaucoup à celle juste au-dessus...

5. Immédiat, d’après les points précédents.

Un corollaire de ce lemme est de vérifier qu’effectivement la définition a
le sens qu’on voudrait :

Jφ→ ⊥K = (JφK ∩ J¬⊥K)ᵀ

Mais J¬⊥K est par définition l’ensemble des formules, donc

Jφ→ ⊥K = JφKᵀ = J¬φK

.

Ceci permet de noter l’existence (enfin) de J¬¬φK, qui est alors égal à
JφK.

Lemme 2.9. Si X ∈ JφK et X ⊆ Y , alors Y ∈ JφK.

Idée de preuve. Il suffirait de reprendre la preuve de X ∈ JφK, qui repose sur
des faits de X, donc aussi de Y , pour obtenir le collapse des arbres.

Lemme 2.10. J⊥K ⊆ JφK

Démonstration. Encore une fois par induction ; pour aller vite, on remar-
quera que la définition de JφK est définie soit par intersection (qui conserve
donc l’inclusion), soit par orthogonal. Or JφK est dans tous les orthogonaux,
puisque si X ∈ JφK, X ↓ et par conséquent (X, φ) ↓ pour tout φ.
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Lemme 2.11. Si X `c φ, alors X 
c φ.

Démonstration. Comme précédemment (théorème 2.2), on vérifie que toutes
les lois sont vérifiées. Il faut ajouter la preuve par l’absurde (RAA, Reductio
Ad Absurdum), que l’on démontre ici sous la forme équivalente ¬¬φ ↔ φ.
EFQS désigne Ex Falso Quodlibet Sequitur, X 
 φ si X 
 ⊥.

id Si φ ∈ X, et que (Y, φ) ↓, alors (X, Y ) ↓. Donc X ∈ JφK.
∧I Si X ∈ Jφ1K et X ∈ Jφ1K, alors X ∈ Jφ1 ∧ φ2K.
∧E Si X ∈ Jφ1 ∧ φ2K = Jφ1K ∩ Jφ2K, alors en particulier

X ∈ Jφ2K.
∨I Soit X ∈ Jφ1K et Y ∈ J¬φ1K ∩ J¬φ2K ; Y ∈ J¬φ1K, donc

(X, Y ) ↓, d’où X ∈ (J¬φ1K ∩ J¬φ2K)
ᵀ = Jφ1 ∨ φ2K.

∨E Soit X ∈ Jφ1 ∨ φ2K, et JφiK ⊆ JφK. Le lemme 2.8 indique
que J¬φK ⊆ JφiK, donc J¬φK ⊆ J¬φ1K ∩ J¬φ2K. Si Y ∈
J¬φK, Y ∈ J¬φ1K ∩ J¬φ2K, et par définition (X, Y ) ↓.
Donc X ∈ J¬φKᵀ = JφK.

→ I Soit X tel que (X, Y ) ∈ Jφ2K quand Y ∈ Jφ1K. Alors si
Y ∈ Jφ1K ∩ J¬φ2K, ((X, Y ), Y ) ↓. Donc (X, Y ) ↓, et par
conséquent X ∈ Jφ1 → φ2K

→ E Soit X ∈ Jφ1 → φ2K ∩ Jφ1K. Soit Z ∈ J¬φ2K, alors
(X,Z) ∈ J¬φ2K et (X,Z) ∈ Jφ1K, d’après le lemme 2.9.
Par définition, (X, (X,Z)) ↓, et comme (X, (X,Z)) =
(X,Z), on obtient le résultat souhaité : X ∈ J¬φ2K

ᵀ =
Jφ2K.

∀I Si X ∈ Jψ(a)K pour n’importe quel a, alors X appartient
à l’intersection, d’où X ∈ J∀x.ψK.

∀E Quand X ∈
⋂

Jψ(a)K, alors en particulier X ∈ Jψ(x)K.
∃I Soit X ∈ Jψ(t)K ; pour tout Y ∈ J¬∃x.ψK, Y ∈ J¬ψ(t)K.

D’après le lemme 2.8, Y ∈ Jψ(t)Kᵀ, donc (X, Y ) ↓, ce
qui donne bien X ∈ JφK.

∃E Soit X ∈ J∃x.ψK ; si X /∈ Jψ(t)K, il existe Zt ∈ J¬ψ(t)K
tel que (Zt, X) ne puisse pas collapser. Alors (X,∪tZt)
ne collapse jamais ; pourtant ∪Zt ∈ ∩J¬ψ(t)K, d’où une
contradiction ; donc il existe t tel que X ∈ Jψ(t)K. Il ne
reste plus qu’à prendre (X,X) = X ∈ JφK.

EFQS Lemme 2.10.
RAA Démontré par le lemme 2.8 : JφKᵀᵀ = JφK.
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Théorème 2.12. Si X `c ⊥, alors X ↓.

Démonstration. C’est une application directe ; on pose φ = ⊥, et la définition
fait le reste.

Avec ce résultat, et toujours en s’inspirant de [3], il est possible de faire la
même chose en remplaçant ⊥ par un fait F quelconque. Le même théorème
devient

Théorème 2.13. Si X `c F , alors, X ↓F .

En clair, quand F est prouvable de façon classique à partir des hypothèses
X, il existe une preuve dynamique partant de X et dont toutes les feuilles
contiennent F .

Cette technique est analogue celle technique (vue section suivante) qui
consiste à poser l’axiome F → ⊥, et chercher à obtenir un collapse de l’arbre
de preuve.

3 Recherche automatique

Les théories géométriques supportent bien les tentatives de preuves auto-
matiques, puisque l’interprétation des axiomes se voit comme une recherche
dans un arbre où deux branches sœurs seraient différents cas dans la dis-
jonction de la partie droite d’un axiome. On réduit le problème à montrer
l’incohérence d’un système, c’est-à-dire prouver que toutes les branches par-
tant de > mènent à ⊥.

Par exemple,

> → a ∨ b
> → u ∨ v
b→ ⊥
u→ ⊥
v → ⊥

>

a

u

⊥

v

⊥

b

⊥

On cherche à aller de > vers ⊥ pour démontrer l’inconsistance d’un
système. Quand on veut démontrer un théorème, il suffit d’ajouter les axiomes
de > vers les hypothèses et ceux du résultat vers ⊥.

11



3.1 SATCHMO[RE]

SATCHMO ([7]) réalise ce travail automatiquement. C’est un programme
très court écrit en Prolog.

Divers algorithmes aux noms divers (SATCHMORE, A-SATCHMORE,
UNSEARCHMO, I ou R-SATCHMO...) reprennent l’idée principale en es-
sayant — pour la plupart — de calculer plus précisément l’utilité de tel ou
tel calcul, c’est-à-dire la relevance des calculs.

En particulier, SATCHMORE ([6]) utilise le moteur de recherche interne
à Prolog, sans chercher à simplifier les disjonctions. En clair, il s’intéresse
aux clause de Horn pures, du type

A→ ∃x̄.B

et réalise des recherches à l’aide de Prolog : c’est-à-dire que ces clauses
constituent un ensemble noté backward-chaining (BC), et les autres (avec
disjonction) font partie du forward-chaining (FC). Les BC subissent un re-
tournement noté B(x) :-A, et Prolog fait une recherche dans l’arbre des
différents axiomes ayant pu s’appliquer pour obtenir B.

L’exemple ci-dessus devient

FC > → a ∨ b
> → u ∨ v

BC ⊥ :-b

⊥ :-u

⊥ :-v

>

u

⊥

v

⊥

Un arbre tracé à partir de ⊥ dans BC montre que seuls u et v sont
relevants, d’où l’arbre final.

3.2 Le dual d’une théorie

3.2.1 Cas avec paramètres uniquement

Commençons avec le cas sans variables. Soit une théorie dont les axiomes
sont

a ∧ b → e ∨ f
c → e ∨ (m ∧ n)
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alors on peut en déduire que, lorsque l’on a eu e, c’est qu’on a eu a ∧ b,
ou c, ce que l’on écrit e→ (a∧ b)∨ c. En continuant comme ça on peut écrire
un dual entier de la théorie.

e → (a ∧ b) ∨ c
f → a ∧ b

m ∧ n → c

On se rend compte ici de 2 choses.

Lemme 3.1. Dans le cas avec paramètres (pas de variables), le dual d’une
théorie géométrique est géométrique.

Démonstration. La construction, syntaxiquement, ne permet que des axi-
omes du type souhaité.

Lemme 3.2. Dans le cas avec paramètres, le dual du dual d’une théorie est
la théorie.

En fait le lemme précédent n’est pas vrai, comme le montre ceci : si on a
a→ b, a→ c, on obtient alors b→ a, c→ a, mais alors si on retourne encore
une fois, ça donne a → c ∨ b, ce qui n’est même pas équivalent à ce qu’on
avait précédemment. On pallie à ce problème en factorisant syntaxiquement
quand on a ce genre de cas. En pratique,

a→ b
a→ c

s’écrit a→ b ∧ c

a→ b ∧ c se dualise alors en b ∧ c→ a.

La démonstration du lemme 3.2 reste cependant à faire.

Le lemme 3.1 permet de construire l’arbre de la théorie duale, qui part de
⊥ pour essayer d’arriver à >. Mais sa construction ne suffit évidemment pas
à démontrer le collapse de la théorie. De fait, on n’a même pas la propriété
à tout chemin de > à ⊥ correspond un chemin de ⊥ à > dans l’arbre dual,
comme le montre l’exemple suivant :
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Théorie :
> → u ∧ v
u→ ⊥
v → ⊥

>

u

⊥

v

⊥

Dual :
⊥ → u ∨ v
u ∧ v → >

⊥

u v

Cette idée reste donc à améliorer.

3.2.2 Extension aux variables

La méthode peut encore être appliquée, mais il faut rajouter un opérateur
d’instanciation. Typiquement, quand on a

a(x) → ∃y(b(x) ∧ c(y))d(x) → b(x) ∧ c(x)

alors le dual donne

b(x) ∧ c(y) → [x/y]d(x) ∨ a(x)

où [x/y] instancie la variable y en x.

Evidemment, on retombe vite sur des cas où l’arbre est forcément infini.

Conclusion

La force de la logique géométrique est, on le voit dès le début, sa capacité
à obtenir les modèles. On peut interpréter les preuves dynamiques de façon à
être aussi efficace que la logique intuitionniste ; et, d’une certaine façon, cette
interprétation s’étend à la logique classique dans un sens tout-à-fait différent
de [5] — ce dernier article avait une approche consistant à faire appel à des
axiomes répondant aux besoins, puis à les éliminer, obtenant alors une preuve
dynamique directe.

Il ne reste plus qu’à appliquer ceci, en faisant travailler les ordinateurs...
on obtient des résultats similaires à [1], mais pour la logique classique.
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A Règles de déduction

(id) Γ ` φ si φ ∈ Γ
(→ I) Γ ` φ1 → φ2 si Γ, φ1 ` φ2

(∧I) Γ ` φ1 ∧ φ2 si Γ ` φ1 et Γ ` φ2

(∨I) Γ ` φ1 ∨ φ2 si Γ ` φ1 or Γ ` φ2

(∀I) Γ ` (∀x)ψ si Γ ` ψ(x = a) pour un paramètre frais a
(∃I) Γ ` (∃x)ψ si Γ ` ψ(x = t) pour un terme t

(→ E) Γ ` φ2 si Γ ` φ1 → φ2 et Γ ` φ1

(∧E) Γ ` φi si Γ ` φ1 ∧ φ2

(∨E) Γ ` φ si Γ ` φ1 ∨ φ2 et Γ, φi ` φ
(∃E) Γ ` φ si Γ ` (∃x)ψ et Γ, ψ(x = a) ` φ pour un pa-

ramètre frais a
(∀E) Γ ` φ(x = t) si Γ ` (∀x)φ

(EFQS) Γ ` φ si Γ `⊥
(RAA) Γ ` φ si Γ ` ¬¬φ.
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